cours 3

étude de 'arithmétique des ordinateurs
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cours 3

étude de 'arithmétique des ordinateurs

tous les traitements s'appuient sur des opérations
arithmétiques
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plan

— arithmétique
— arithmétique binaire
— arithmétique flottante

— circuits arithmétiques
— addition
— multiplication

— division
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note

symbole signification

+ addition
X multiplication
V ou logique
A et logique
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arithmétique binaire

les opérations en binaire s'effectuent comme en base 10
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arithmétique binaire

les opérations en binaire s'effectuent comme en base 10

— addition et soustraction
— chiffre par chiffre
— des poids faibes aux poids forts

— en propageant la retenue
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arithmétique binaire

les opérations en binaire s'effectuent comme en base 10

— addition et soustraction

— chiffre par chiffre
— des poids faibes aux poids forts

— en propageant la retenue
— multiplication et division

— par série d'additions ou de soustractions
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addition

somme | retenue
0 0 somme(a,b) =a @ b
retenue(a,b) = ab

R = O Olw
R O R, OlT
O~ R
R O O
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différence

soustraction

retenue

= = O Ol W
= O = O T

0

1
1
0

0

1
0
0

différence(a,b) = a @ b

retenue(a,b) = ab
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exemple

27 11011
+ 22 10110
= 49 110001
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exemple

27 11011 27 11011
+ 22 10110 - 22 10110
= 49 110001 = 5 000101
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débordement (overflow)

le résultat de |'opération n'est pas représentable

dans le systeme utilisé
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débordement (overflow)

le résultat de |'opération n'est pas représentable

dans le systeme utilisé

11011
+ 10110
= 10001
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débordement (overflow)

le résultat de |'opération n'est pas représentable

dans le systeme utilisé

11011
+ 10110
= 10001

addition en binaire naturel:

le débordement correspond a une retenue sortante a 1
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addition avec le compléement a deux

cas d'une addition sans débordement

5 00101 -5 11011 -5 11011 5 00101
9 01001 -9 10111 9 01001 -9 10111
14 01110 -14 10010 4 00100 -4 11100
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comment est-ce possible?

cassde Z/ =X +Y avec X <0etY <0

en complémenta 2: — | X |=2"— | X |

Z = (2"—| X )+ (2"—
= 2" = (| X [+]Y
= 2" | Z]

Y)
)

la lecture sur n bits donne bien 2" - | Z |
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débordement

Il y a débordement si
les opérandes X et Y sont de méme signe, et

X |+ |Y | >2

13 01101 -13 10011
9 01001 -9 10111

sur n bits -10 10110 10 01010
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débordement

Il y a débordement si

les opérandes X et Y sont de méme signe, et

X |+ |Y | >2

13 01101 -13 10011

9 01001 -9 10111

sur n bits -10 10110 10 01010
sur n+1 bits 22 010110 -22 101010
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détection du débordement

— comparer le signe des opérandes et le signe du résultat
— s'ils sont différents, il y a débordement

— comparer la retenue entrante dans le bit de poids fort
avec la retenue sortante

— si elles sont différentes, il y a débordement
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avec luir méme décalé

multiplication
additions successives du multiplicande

1 1
x 1 0 1
1 1
0 O
1 1
1 1 11

résultat codé sur 2n bits pour 2 opérandes sur n bits
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multiplication en complément a 2

11 01011 -5 1..11011 11 01011
x 13 01101 -3 1..11101 -3 1...11101

143 010001111 15 000001111 -33 111011111

attention a la propagation du bit de signe!
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division

soustractions successives
exemple 1519/319

1111 | 11
01 [101
11

0

1111

1100

1001

0110

0011

10

11

100

101
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division en complément a 2

exemple: —719/ — 3190 = 2, reste -1

1001

+ 0011 1
1100

+ 0011 10
1111
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arithmeétique flottante

utilisation de la représentation |IEEE754
simple précision

— la mantisse m € [1.09,10.05]
— le 1 a gauche de la virgule n'est pas représenté

— mantisse sur 23 bits
— exposant codé avec un exces de 127
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multiplication

multiplication de

r1 = (—1)"1 X my x 2%
par

ro = (—1)%2 X my X 2°2

Tl X Ty = (—1)81 X (—1)82 X My X Mg X 26172
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principe général

. calcul du signe (s1 ® s9)
. multiplication entiere des mantisses: mj X mo

. mise de la mantisse a p bits

B 0N =

. calcul de I'exposant: e; + €9

enlever une fois la valeur de |'exces
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arrondi

soit p le nombre de bits utilisé pour chaque mantisse
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solt p

multip

arrondi

e nombre de bits utilisé pour chaque mantisse

ler des mantisses donne un résultat sur 2p bits
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arrondi

soit p le nombre de bits utilisé pour chaque mantisse

multiplier des mantisses donne un résultat sur 2p bits

on doit conserver une mantisse de p bits
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arrondi

soit p le nombre de bits utilisé pour chaque mantisse

multiplier des mantisses donne un résultat sur 2p bits
on doit conserver une mantisse de p bits

Il faut donc

— arrondir
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arrondi

soit p le nombre de bits utilisé pour chaque mantisse

multiplier des mantisses donne un résultat sur 2p bits
on doit conserver une mantisse de p bits

Il faut donc

— arrondir

— éventuellement ajuster I'exposant
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arrondi

pour arrondir, on s'appuie sur:

— le bit de garde: p + 1" bit
— le bit d’arrondi: p + 2" bit

— le bit persistant: un ou logique des bits éliminés
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arrondi

les p bits gardés sont fonction du bit de poids fort du
résultat

— si le bit de poids fort est 0

— le résultat obtenu est de la forme 01,...

— il faut conserver le bit de garde dans le résultat
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arrondi

— si le bit de poids fort est 1

— le résultat est de la forme 10,... il faut ajuster
‘exposant

— le bit de garde devient le bit d'arrondi

— |"ancien bit d'arrondi entre dans le calcul du bit
versistant

Il y a plusieurs manieres d'arrondir...
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les arrondis |IEEE

le standard |IEEE propose 4 approches d'arrondi
on appelle

— r le bit d'arrondi
— s le bit persistant
— po bit de poid faible du résultat
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arrondis |IEEE

mode d'arrondi résultat positif ou nul résultat négatif

au plus pres résultat + (r Apg) V (r A's) résultat + (r App)
V (rAs)

Vers - oo inchangé résultat + (r V s)

vers + oo résultat + (r V s) inchangé

0 inchangé inchangé

par défaut: arrondi au plus pres

consiste a arrondir a la plus proche valeur représentable
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débordement

lorsque I'exposant du résultat est

— supérieur a la valeur maximum ou

— inférieur a la valeur minimum.
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addition

nécessité de

— tenir compte des signes

— aligner les virgules
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addition

~1,001 x 272+ —1,111 x 2°
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addition

~1,001 x 272+ —1,111 x 2°
— —0,01001 x 20+ —1,111 x 20
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addition

~1,001 x 272+ —1.111 x 20
— —0,01001 x 2° 4+ —1,111 x 20
= 10,00101 x 20
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addition

—1,001 x 272+ —1,111 x 2°

= —0,01001 x 2 + —1,111 x 2"
= 10,00101 x 2°

= 1,000101 x 2!
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addition

—1,001 x 2724+ —1,111 x 2°

= —0,01001 x 2" + —1,111 x 2V
= 10,00101 x 2¢

= 1,000101 x 2!

= 1,000 x 2! sur 4 bits
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addition

—1,001 x 272+ —1,111 x 2°

= —0,01001 x 2 + —1,111 x 2"
= 10,00101 x 2°

= 1,000101 x 2!

= 1,000 x 2! sur 4 bits

= 1,001 x 2! sur 4 bits aprés arrondi
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division
T1 = 81 X 2°1 et 9 = S9 X 22
$1/$2 — 81/82 X 2617 €2
diviser deux mantisses sur p bits:

— calcul du résultat sur p bits

— calcul de deux bits de résultat supplémentaires
— le bit de garde
— le bit d'arrondi

— le reste donne la valeur du bit persistant
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division
1,000 x 23/1,100 x 21
1, 0 0 0 1, 1 0 0
1, 0 0 0 O 00 1 0 1 0 1
- 1100 g a
1 0000
- 1100
1 00 00
- 110 0
1 0 0
P P P
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division

résulat 0,101 x 2°

résu

résu

vit de garde g= 0,
bit d’'arrondi a=1
oIt persistant p=100

at aprés normalisation: 1,010 x 2!

tat aprés arrondi: 1,011 x 2!
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circuits arithmeétiques

quelques circuits typiques de mise en oeuvre de
opérations arithmétiques
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addition

demi additionneur

—somme = a P b

— retenue = ab
additionneur complet (full adder)

— prise en compte de la retenue entrante

— génération de la retenue sortante
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addition

_ P, O O Rk Bk O O|lw

_ O = O R O R O|lo

0

_ O O = O F1 M

0

R )P, O, OO
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addition
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additionneurs n bits

I"amélioration d'un additionneur porte sur la propagation
de la retenue

/

— additionneur a propagation de retenue

\

— additionneur a anticipation de retenue

\

— additionneur a saut de retenue

— additionneur a sélection de retenue
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37

Additionneur a propagation simple de
retenue (CPA : carry propagate adder)

utilisation de n additionneurs complets

la retenue sortant de I'étage d'addition 7 est la retenue
entrante dans |'étage 7 + 1

— |la retenue entrante au premier étage est a 0

— |la retenue sortante du dernier étage sert d'indicateur
de débordement
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